MAI 1 cviéeni - pfiklady k opakovani

I, Absolutni hodnota (v R).

1. UkaZte, Ze pro libovolnd a,b,c€ R plati: l a | =max (a,—a);
asec A —asc :>|a|£c;
la+b|s|a!+|b‘;
|a—b|£|a|+|b :
[lal-]3]| < fa-5];
|a—b|£la—~cl+lc—b|;

a® +b?

2

|a-b| <

2. V mnoZiné redlnych &sel R definujeme vzdélenost d(a,b) dvoubodi a,b:
d(a,by=|a-b|=|b-a| ,abeR .
Ukazte, Ze pro libovolna a,b,c € R plati: 1)y d(a,b) 20, dla.b)=0 < a=b;
(2) d(a,by=d(b,a);
(3) d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) .

3. Rovaice a nerovnice s absoluini hodnotou;

a) “x—2|—3|=5 &) |x—1| <3 A Ix+5| 24 (soustava nerovnic)
b) |x+2|+ |x—3|=7 f) |x—11<|x+5|
c) |x—2| <1 2) |x2+2x—3|2|x2+3x—4i
g |x+3|>4 SR e S
x-1

II. N&co z vyrokového a mnoZinového podtu:

1. Vysvétiete a pak negujte nasledujici vyroky: a) 3c>0 VnelN: |a,,|£c ;
b) Ye>0 VrelN: lan|£c;

¢) Ve>»0 dngeNVn >n, :|an|<£.

2. Vysvitlete: a) JaeR Je>0VxeR: |f(x)—a|£5;
b} JacR Ve&>0VxeR: |f(x)—a|£s

3. Rozhodnéte o pravdivosti vyroku : a) VxeR: cosx=41-(sinx)?;
b) VneN: n®liché = n liché.
4. UkaZte, Ze nésledujici vyroky jsou ekvivalentni (a zapamatujte si);
@O V=W () W=V (i) aVvW 5 (iv) a(VA-W).

A promyslete ekvivalenci vyroki () —(ivipro V:xed a W:xeB ,kde AcM, Bc M
(A4, B,M jsou mnoZiny) .



5. Bud 4,BCR, kde A={acRi|a-1]<2} a B={beR;|b+2|>2}. Najdste mnosiny
AuB; AnB; A\B; B\A; AxB .

6. UkaZte, Ze plati (A, B,C jsou mnoZiny): ) AV(BNO)=(4AuB)Nn(4uC);
by AN(BUC)=(AnB)udn(C) ;
) (A\BYU(B\AD=(AvB\(4nB)
d) AANBNCO)=(4\B)w(4\C);
&) A\(BUC)=(4\B)n(4\C).

1. Jednoduché funkee .

1. Najdéte defini¢ni obory funkci:

0 @=L =2

b) f(x):ln(;tzj; fE=In(x*-1); f()=In{nx); fx)=In(lnx-1);

f(x)=ln(In(x-1));

Q) f(x)=+fcosx ; f(x)=1/1—(sinx)2; f(x)z1/(sinx)2—1 : f(®)=In(sinx) ;
f(x)=In(sinx-1) ;
a zkuste

d fep)=yt+y; fE)=In@Ey+1-x).

3. Reste nerovnice (v R ):
a) (x2+2)(x~1)<0 s x2<4; 3 +x20 o X  +3x+12-1;
xt -1 x—l) x

b) <0; ;
x+3 x+1 x-2

<) NXx-2+x>4; \/x2+2x—3 2Jx2+3x—4 :
ln|x| op. 2-logx
4—x 7 1-logx

2

d) >0; sinx<cos’x .

2. Natrin&te grafy funkei (bez uZiti diferencialniho podtu) :

a) f(x):lxl a pak zkuste také grafy funkci lx—l ; ‘x—1|—|5—x|; ||x—-1|—-l|; ||x-—l|—1l2;
|x—1|2—1‘;
b) f(x)=\/; a pak zkuste také grafy funkci J-x; \/|—x-|; \/x_z; Jr-1; Jx-1;
1 . . i ) 1 x+1 |x+1
c) f(x)—-; a pak zkuste také grafy funkci |x|+1 ; |x+1| el
dy f (Jc)=i a pak zkuste také grafy funkci 1 ; —1—+1' 1 ; 1 ;

x? (Jrc+1)2 B S R |



e) f(x)=e" (=expx) apakzkuste také grafy funkei  exp(~x); exp(x—2) ; exp| X | ; exp(—l x |) ;

exp(x?); exp(-x?); eXP(%) ;

g) f{x)=Inx apakzkuste také grafy funkci In(-x); ln|x|; |lnx| ;I]nlxl ; In(x +1);
lnl; In— ; ln(xz); ]nx—+1;
x |x| x—2

3

h) f(x)=sinx a f(x)=cosx azkuste také grafy funkci sin(%); cos{2x); cos(x+x) ; | sinx | ; sinl x

cos]xl; 1]1—(Sinx)2
1 1 ) 1
sinx’ 1+sinx  2+sinx

a pokuste se odhadnout a nalrtnout grafy funkei sin(xz) ; Sin(l) ;
x

4. Vlastnosti funkce:

a) Zopakujte si definice pojmi: (i) funkee lich4, sud4, periodicka;
(ii) funkce rostouci, klesajici, neklesajici, nerostouci na mnoZing M C R ;
(iii) funkce prostina M C R;
(iv) funkce inverzni k funkci f na M C R.

b) Dokazte (bez uZiti derivace), Ze funkce f(x)= x? je rostouci na intervalu [0,+ao) a klesajici na intervalu
(— w, O].

¢) Najdéte maximalni intervaly, na kterych jsou ryze monoténni funkee:
X —X X —X

s h(x)=exp(-x?); sinhx=%; coshx=S"¢

f(x)-—-x2+2x+2; g(x)= 3
x“+1

A pokuste se to dokdzat za predpokladu, Ze ,,vime®, Ze funkce e je rostouci funkce v R.

A dva ,problémky* pro zjemce:

d} UkaZte, %e je-li funkce f lichia O e DY, pakije f(0)=0.
¢) Promyslete, zda 1ze z monotonie dvou (i vice) funkei odvodit monotonii funkce z nich sloZzené (pokud je
sloZena funkce definovéana). Pokuste se vysledek co nejpfesn&ji formulovat a tfeba i dokazat,

5. Inverzni funkce:

a) Promyslete (a tfeba se pokuste i dokézat):
Je-li funkce [ rostouci (resp. klesajici) na intervalu (a, b) , pak je funkce f na intervalu (a, b) prostd, a tedy
existuje k funkei f na intervalu (a,b) funkce inverzni.

b) Najdéte inverzni funkei k funkci
@B flo)= %2 na intervalu (— o, 0] ;
(i)  f(x)=x? + 2x + 2 na maximalnich moznych intervalech;

@ ()=

x-2
x+1

na maximalnich moZnych intervalech; - -

x -X X —X

. + . .
(iv) sinhx= -—ZL a coshx= e_?e___ na maximalnich moZnych intervalech.



IV. Matematicka indukee:

DokaZte uzitim matematické indukce:

n
1
1. Pro me N plati: F2=—nm+1)(2n+1) .
P > gD (2n+])
+
2. Prone N plati: Zk3 [ ( 1)) {Zk]
_q n+l
3. Jeli g#1 neN,pak qu =
—-q
4. ProneN,n=3 plati 2" >n? |
5. ProneN a x> —1 plati: (1+x)" 21+ nx (Bernoulliho nerovnost) .
n
6. ProneN,nz2 plati: zi?_-\/;

k=1
7. Polynom stupné » =1 mad v mnoZin& komplexnich &isel pravé n kofenil.
{ Névod: uZijte ,zékladni v&tu algebry: Polynom stupng » >1md v C aspoii jeden kofen.)

Y. Vlastnosti zobrazeni:

Je dano zobrazeni f:4—B a M,M,c 4, N,N,cB,(i=12); oznadme
fM)={beB;Facd: f(a)=b} a fTHN)={ae4; f(a)e N}.

Rozhodnéte, zda plati ndsledujici tvrzeni a pokud n&které neplati, pokuste se charakterizovat
zobrazenf, pro kterd tvrzeni plati:

a) f(MyUM,y)=f(M)U f(My); fTHN Ny = F )V FTHIL);
b) f(MynMy)=f(M)f(My) 5 f(Ny ANy = (V) O fTH(NS);
) S(M\My)= F(MD\F(M3) 5 fTH N \NR) =7 TN F (V) 5
d) VMcA:f T (f(M)=M; YNCB:f(f ' (N)=N



